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1. Введение
В работе исследуется дифференциальная игра сближения-уклонения с 
фиксированным моментом окончания. Предполагается, что фазовый вектор 
конфликтно-управляемой системы стеснен ограничениями, представляющи­
ми собой замкнутое множество в пространстве позиций. Д ля решения за­
дачи используются конструкции стабильных мостов [1-5]. В связи с этим 
подробно обсуждаются различные варианты описания свойства стабильно­
сти, при помощи которого выделяются стабильные мосты. Рассматривается 
метод приближенного построения максимального стабильного моста в этой 
игре из работы [4]. Выписаны попятные рекуррентные соотношения, опреде­
ляющие систему множеств, аппроксимирующую максимальный стабильный 
мост. Приведен пример вычисления аппроксимирующей системы множеств.
2. Постановка задачи
Пусть задана конфликтно-управляемая система, поведение которой на 
промежутке времени [£о?$] (^ о <  $ <  °о) определяется уравнением
Здесь х  -  га-мерный вектор из евклидова пространства Мш , и -  управ­
ление первого игрока, у -  управление второго игрока, Р  и (3 -  компакты 
в евклидовых пространствах и М*7 соответственно.
Предполагается, что выполнены следующие условия.
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СВО Й С ТВО  С ТА БИ Л ЬН О С ТИ  
В Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  И ГРАХ  
С Ф А ЗО ВЫ М И  ОГРАН И ЧЕН И ЯМ И *
X =  / ( ь , х , и , у ) ,  
и <Е Р,
аДо) =  х 0,
у (1)
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А. Вектор-функция f ( t , x , u , v )  определена и непрерывна по совокупности 
переменных (£,ж,щж) на множестве I  х Rm х Р  х Q и удовлетворяет 
условию: для любого компакта D  С I  х  Rm х Р  х Q найдется такое 
L  =  L(D)  Е (0, сю), что
IIf { t , x {1\ u , v )  -  , u , v ) II ^  Ц ж (1) - ж (2)||
для любых ( t ,x ( l\ u , v )  из D; i — 1,2.
Б. Существует такое число 7  Е (0, сю), что
||/(£ ,ж ,щ ж )|| ^  7 ( 1  +  ||ж||) 
для любых (£,ж,щж) E I  х Rm х Р  х  Q.
Здесь II/H -  норма вектора /  в соответствующем евклидовом простран­
стве; I  -  отрезок времени, содержащий внутри себя [/о,#] (т-е- [фь'$] С in t / ) .
Будем рассматривать дифференциальную игру сближения-уклонения, ко­
торая складывается из задачи о сближении и задачи об уклонении (см. [1]). 
Игра происходит в ограниченной и замкнутой области Ф — I  х Ф*, где Ф* -  
компактное множество из пространства Rm.
В задаче о сближении, стоящей перед первым игроком, требуется обеспе­
чить попадание движения x{t) ((t, ж (t)) Е Ф, t E [£(),$]) системы (1) в момент $ 
на замкнутое множество М , содержащееся в Ф($) =  {ж E Rm : (фж) Е Ф}. 
Решение задачи требуется обеспечить в классе позиционных процедур управ­
ления первого игрока [1].
В задаче об уклонении, стоящей перед вторым игроком, требуется обес­
печить уклонение движения x{t) системы (1) от некоторой г-окрестности М £ 
(г >  0) множества М  в случае, если (£,ж(£)) Е Ф, t Е [£(),$], или же обеспечить 
для движения x{t) нарушение условия (£,ж(£)) Е Ф, t Е [/о,#]. Решение зада­
чи требуется обеспечить в классе контрпозиционных процедур управления 
второго игрока [1].
Было показано [1], что для сформулированной дифференциальной игры 
справедлива альтернатива, а именно существует такое замкнутое множество 
W 0 С Ф, называемое множеством позиционного поглощения, что для всех 
исходных позиций (£*,ж*) E W 0 разреш има задача о сближении, а для всех 
исходных позиций (t* ,ж*) Е Ф \  W 0 разрешима задача об уклонении. При 
этом установлено, что W 0 есть максимальный г/-стабильный мост, т. е. мак­
симальное множество в Ф, содержащее множество (ф  М ) — {(фж ) : ж E М }  
и обладающее свойством стабильности.
Определение свойства стабильности можно дать различными способами. 
Самая ранняя формулировка этого свойства появилась в работах H .H . Кра-
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совского и А. И. Субботина (см., например, [1]). В 70-е гг. в теории диф ф е­
ренциальных игр формулируется новое направление -  унификация диф ф е­
ренциальных игр. Здесь прежде всего отметим исследования H .H . Красов- 
ского [2, 3], в которых было дано определение унификационных моделей, изу­
чены их свойства и указаны перспективы применения в различных классах 
дифференциальных игр. Суть унификации, представленной в [2, 3], состоит 
в том, что свойство стабильности может быть выражено в терминах векторов 
сопряженных переменных и гамильтониана управляемой системы (1).
Здесь приведем одну из последних схем унификации в достаточно общем 
виде (условия А.1-А.З).
В 1.2 определим оператор стабильного поглощения, задающий свойство 
стабильности. Этот оператор определим при помощи условий А.1-А.З.
3. Оператор стабильного поглощения и стабильные мосты
Свойство стабильности является ключевым свойством при выделении в 
пространстве позиций (С ж) игры максимального г/-стабильного моста W °, 
удовлетворяющего включению W 0 С Ф.
Стабильность некоторого множества W  С Ф означает слабую инвари­
антность W  относительно некоторого семейства дифференциальных вклю­
чений, связанных с системой (1). Семейство дифференциальных включений 
мы определим при помощи условий А.1-А.З.
Д ля этого введем в рассмотрение функцию (гамильтониан системы (1))
H ( t , x ,£ )  =  m ax m inД ,/(£ , ж, щ г)), t  Е Rm,
иеР voQ
где Д , / )  -  скалярное произведение векторов I  и /  из Rm.
Д ля удобства дальнейших рассуждений осуществим погружение обла­
сти Ф в более широкую ограниченную и замкнутую область D  С I  х  Rm. Эту 
область D  выберем таким образом, чтобы для некоторого наперед заданного 
г* Е (0, оо) выполнялось Ф£* С D.
Здесь Ф£ -  г-окрестность множества Ф в пространстве переменных £, ж.
Пусть (С ж) (?(£, ж) С Rm, (С ж) Е Й  -  непрерывное в хаусдорфовой мет­
рике отображение. Предполагаем, что G(t,  ж) -  выпуклый компакт в Rm, удо­
влетворяющий включению F ( t , x )  С (7(£,ж); здесь F ( t , x )  — c o { f ( t , x , u , v )  : 
и Е P , v  Е Q}, со{/} -  выпуклая оболочка множества { /}  векторов / .
Обозначим К  — m ax{||g|| : (Сж) Е 7Д д Е G ( t ,x ) }  < оо.
Пусть такж е задано некоторое множество Ф элементов и семейство : 
ф Е Ф} отображений Fф : (£,ж) 7Д(£,ж) С Rm, (£,ж) Е удовлетворяющее 
условиям:
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А.1. Д ля любых (£, х,ф)  Е D  х Ф множество х) выпукло, замкнуто в Rm
и F ^ ( t , x )  С G(t ,x ) .
А.2. Д ля любых (£,жД) Е D  х S  верно
=  H ( t ,x ,£ ) .
А.З. Существует такая скалярная функция о;*(5) (w*(S) I  0 при ^4-0), что
^ Д * * ,ж Д ,^ ( Г ,ж * ) )  - t * \  +  ||ж* -  ж*||),
где (£*,ж*), (С,ж*) из D, ф Е 1?.
Здесь S =  {^ Е Rm : ||^|| =  1} -  единичная сфера в Rm, hp(£) =  su p (-£,/) -
f e F
опорная функция множества F  С Rm, d(F*,F*) -  хаусдорфово расстояние 
между множествами F* и F* из Rm.
Приведем примеры семейств {F^ : ф Е Ф}, удовлетворяющих условиям 
А.1, А .2, А.З.
Рассмотрим управляемые системы (1) с правой частью вида 
f ( t , x , u , v ) =  f ^ \ t , x , u )  + f ^ ( t , x , v ) ,  
где вектор-функции и / ( 2) непрерывны по совокупности переменных 
С ж, и и С ж, v соответственно н а й х Р и Д х ^ и  локально-липшицевы 
по ж; Р  и Q -  компакты в евклидовых пространствах.
Д ля системы (1) такого вида в качестве множества Ф возьмем множе­
ство Q и, стало быть, в качестве элементов ф будем рассматривать элементы 
v Е Q. При этом в качестве множества F ^ ( t , x )  возьмем множество
Fv ( t , x ) =  c o { f ^ \ t , x , u )  : и  G Р )  + f ^ ( t , x , v ) ,
а в качестве множества G (t ,x )  -  F ( t , x ) .
Д ля так заданного семейства {F'ф : ф Е Ф} — {Fv : v Е Q}  условие А.1 
очевидно выполняется.
Проверим выполнение условия А.2. В самом деле, имеем для любых 
(£, ж Д) Е D  х S  и v Е Q
hFv(t ,x)(t )  =  m a x  Д  (С  х,  и) )  +  { £ , f (2\ t , x , v ) ) ,и£Р
и, значит,
™inhFv{tjX)(£) = H ( t , x ,£ ) .
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Тем самым показано выполнение условия А.2.
Осталось показать, что в приведенном случае выполнено и условие А.З. 
Д ля этого рассмотрим произвольные точки (£*,ж*) и (£*,ж*) из D  и соответ­
ственно множества
Fv (t*,x*) =  1Д*,ж*) + f ( 2\ t * , x * , v ) ,
Fv ( t* , x * ) = Y ( t * , x * )  + fW ( t* , x * , v y ,
здесь v -  некоторый вектор из Q, Y ( t , x ) =  c o { f ^ \ t , x , u )  : и  € Р} ,  ( t ,x)  6 D.
Тогда
d(Fv (t*,x*), Fv (t*,x*)) ^  sup || f ( t * , x * ,u , v )  -  f ( t* ,x* ,u ,v ) \ \  ^
u e P
^  sup \ \ f ( t * ,x* ,u ,v )  -  f ( t * ,x* ,u ,v ) \ \ .
( u , v ) c Px Q  
Ясно, что скалярная функция
w*(6) =  sup \ \ f ( t * ,x* ,u ,v )  -  f ( t* ,x* ,u ,v ) \ \ ,  S >  0,
( t * ,x*) из D:
|U—t* | + ||ж*-ж*||^,
( u , v ) eP xQ
обладает свойством co*(S) 4- 0 при S 4- 0 и, кроме того, верно
SUP IIf { t* , x * ,u , v )  — f ( t * , x * , u , v ) || ^  u*(\t* — t* | +  ||ж* — ж*||).
( u , v ) cP xQ
Следовательно, установлено, что для семейства {Тр : ф Е Ф} =  {Fv : v  Е Q}  
выполняется А.З.
Показано, что семейство {Fv : v  Е Q}  удовлетворяет условиям А.1 -  А.З. 
В случае когда компакт Q состоит из бесконечного числа точек ж, семей­
ство {Fv : v  Е Q } состоит из бесконечного числа отображений (£, х) Fv (t , ж), 
v  Е Q.
Приведем еще один пример семейства {Тр : ф Е Ф}, удовлетворяюще­
го условиям А.1-А.З и состоящего из бесконечного числа отображений. Это 
унификационное семейство Рц : t  Е 5 , введенное в работах [2, 3].
Определим подробнее {Fg : I  Е 5}.
Пусть G -  замкнутый шар в Rm радиуса К  < ос с центром в 0 Е 
такой, что
m ax \ \ f ( t , x ,u ,v ) \ \  < К.
(t , x , u , v ) CD xP xQ
Введем в рассмотрение множества в
n e(t ,x) = { f  е ж т : ( £ , f ) ^ H ( t , x , £ ) } ,  
Fi — G P| ж ) ,  (£, ж) Е D  х S.
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Покажем, что семейство {Fg : I  Е S }  отображений (С ж) i-» Р^(£,ж), £ Е S', 
определенных на D , удовлетворяет условиям А.1 -  А.З.
В связи с этим полагаем G (t ,x )  — G, (£,ж) Е D.
Очевидно, что множество Р^(£, ж), (£,жД) Е D  х 5 , выпукло, замкнуто 
в Rm и удовлетворяет включению Fz(t ,x)  С G. Следовательно, семейство 
{F^ : ü Е S} удовлетворяет условию А.1.
Покажем теперь, что семейство {Fi : I  Е S}  удовлетворяет условию А.2. 
Фактически мы приведем доказательство одного экстремального свойства 
множеств Р^(£,ж), /  Е 5. Это свойство было сформулировано А. И. Суббо­
тиным в начале 1970-х гг.
Л е м м а  1. Д л я  любой точки  (С ж) Е D и любых i , s  из S  верно
hFe( t ,x ) ( t )  ^ h Fa(t,x ) (£)• (2)
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть в соответствие каждой тройке (£,жщ) Е D  х Р  по­
ставлены векторы vz ( t , x ,u )  и vs ( t , x ,u )  из Q:
{£, f ( t , x , u , v t ( t , x ,u ) ) )  =  min ( £ , f ( t , x , u , v ) ) ,
veQ
( s , f ( t , x , u , v s ( t ,x ,u ) ) )  = min ( s , f ( t , x , u , v ) ) .
veQ
В силу непрерывности функции /(£ ,ж ,щ ж ) и компактности множества Q 
эти векторы существуют.
В силу неравенств
( £ , f ( t , x , u , v e( t , x ,u ) ))  ^  H ( t ,x ,£ ) ,
(s , f ( t , x , u , v s ( t , x , u ))) ^  H ( t , x ,£ )
и принадлежности векторов /(£ , ж, и, vi(t,  ж, г/)), /(£ , ж, г/, щ(£, ж, г/)) к G вы­
полняются включения
f ( t , x , u , v i ( t , x , u ) )  Е Fz(t,x),  f ( t , x , u , v s ( t , x ,u ) )  Е Fs(t ,x).
Символом uz(t ,x)  обозначим вектор из Р , удовлетворяющий соотношению
(^, /(С  ж, ж), ж, ж)))) =  max(ü, /(£ , ж, и , щ(£, ж, г/))).
и£Р
Нетрудно видеть, что, в силу свойств, наложенных на функцию /(£,ж ,гцж ), и 
компактности множества Р , такой вектор щ(£,ж) действительно существует. 
Из определения щ (£,жщ ), г/ Е Р , вытекает неравенство
{£, f ( t , x , u , v t ( t ,x ,u ) ) )  ^  { £ , f ( t , x , u , v s ( t , x ,u ) )) ,  и  <Е Р,
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и, значит, для вектора щ(Ь,х)  £ Р  выполняется
{£, f ( t ,  х,  u e(t, x ) , v e(t, х, ue(t, ж)))) ^  (£, f ( t ,  x, u e(t, x ) , v s (t, x, ue(t, x)))).
Получили, что вектор /(£ , ж, ж), vs (t, ж, ui(t ,  ж))) удовлетворяет нера­
венству
Я(£,жД) ^  ( £ , f ( t , x , u i ( t , x ) , v s ( t , x ,u i ( t , x ) ) ) ) .  (3)
Кроме того, вектор /(£ , ж, щ(£, ж), щ(£, ж, ж))) удовлетворяет включе­
нию
f ( t , x , u i ( t , x ) , v s ( t , x ,u i ( t , x ) ) )  Е Fs(t ,x) ,  (4)
поскольку выполняются
f ( t , x , u i ( t , x ) , v s ( t , x ,u i ( t , x ) ) )  Е G, 
( s , f ( t , x , u i ( t , x ) , v s ( t , x ,u i ( t , x ) ) ) )  ^  H ( t , x , s ) .
У читывая (3) и равенство H ( t , x ,£ )  =  hF^ x)(£), получаем
hFt {t,x)(ß) ^  ( £ , f ( t , x , u t ( t , x ) , v s ( t , x ,u t ( t , x ) ) ) ) .  (5)
У читывая (4), получаем
(ф /(£ ,ж ,щ (£ ,ж )щ Д £,ж ,щ (£ ,ж )))) ^  hFs(tjX)(£). (6)
Из неравенств (5), (6) следует утверждение леммы 1.
Принимая во внимание лемму 1, получаем, что семейство {Fg : £ Е S }  
удовлетворяет условию А.2.
Далее, согласно определению ш ара G и множеств ТД£,ж), (£,жД) Е D  х S, 
получаем, что
пйТД£,ж) ф 0  при любых ( t ,x ,£)  Е D х S.
Отсюда следует, что многозначное отображение ( t ,x ,£)  ТД£,ж) непре­
рывно в хаусдорфовой метрике на компакте D х S  и, значит, равномерно 
непрерывно на D х S.
Значит, существует такая скалярная функция о;* (5) (ui*(S) I  0 при  ^ф 0), 
не зависящая от выбора точек (£*,ж*), (£*,ж*) Е Я , что для всех £ Е S
^(ЯД**,жД,ЯДГ,ж*)) ^ - Г |  +  ||ж* -ж*||).  (7)
Таким образом, семейство {Fi : £ Е S}  удовлетворяет условию А.З.
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Вместе с тем показано, что семейство {Fı : £ E S }  удовлетворяет условиям 
А.1-А.З. Это семейство состоит из бесконечного числа отображений (t, ж) 
н-» РД£,ж). Их столько, сколько векторов в сфере S  пространства Rm.
С точки зрения разработки теоретических конструкций стабильности на­
личие семейства {F^ : ф E Р}, включающего бесконечное число отображений 
( t ,ж) i-»- F^,(£, ж), не является отягчающим фактором. Однако с точки зрения 
разработки алгоритмов приближенного вычисления стабильных мостов на­
личие бесконечного семейства {F^ : ф E Р} существенно усложняет дело. При 
разработке алгоритмов приближенного вычисления стабильных мостов необ­
ходимо перейти к некоторой конечной совокупности {F^* : ф* Е ??*} отобра­
жений (£, ж) ı-» ( t ,ж), удовлетворяющих А.1-А.З. При этом для некоторых
задач конфликтного управления можно сразу указать такое конечное семей­
ство {F ф* : ф* E Р*}. Это семейство в некоторых случаях можно выбрать как 
подсемейство первоначального семейства {F^ : ф E Р}.
Д ля иллюстрации того, как можно перейти к конечному семейству {F^* : 
ф* Е Р*}, удовлетворяющему условиям А.1-А.З, приведем ряд примеров.
П р и м е р  1. Рассмотрим конфликтно-управляемую систему
х — /(£ , ж) +  и +  ж, ж E R2, £е[£(ь$]? 
и E F, v Е <2,
где Р  и Q -  соответственно вертикальный и горизонтальный отрезки в R2 
(F  =  [А, В], Q = [С, F], где А  = (0, - 1 ) ,  В  = (0,1), С = ( -1 ,0 ) ,  F  =  (1,0)).
Предполагаем, что вектор-функция /(£ , ж, щ v) =  /(£ , ж)+г£ +  г> удовлетво­
ряет условиям А, Б из раздела 2.
Полагаем в этом примере для (£, ж) Е Й
G (t, ж) =  F ( t, ж) =  /(£ , ж) +  P  +  Q;
здесь D -  некоторая компактная область в [£о, $] х R2,
/(£ , ж) +  F  +  Q =  { /  E R2 : /  =  / ( t , ж) +  г/ +  щ и E F, ж E Q}.
Полагаем такж е для (£,жД) E D  х S
ФД£,ж) =  С(*,ж) П Де(*>я)>
где 77Д£,ж) определено на с. 200.
Нетрудно видеть, что гиперплоскости
Л  Ж ж) =  { /  € ж2 : (£, / )  =
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в М2, представляющие собой границы полупространств Д^(£,ж), проходят че­
рез одну из точек /(£ , ж) +  А  +  С, /(£ , ж) +  А  +  Е,  /(£,ж ) +  В  +  С, /(£,ж ) +  
+  В  +  Е,  выделяя в квадрате б?(£,ж) сегменты, содержащие вертикальные 
отрезки Ф^(£,ж) или Ф^*(£,ж); здесь =  (—1,0), =  (1,0) (рис. 1).
Легко показывается, что семейство : I  Е 5} удовлетворяет услови­
ям А.1-А.З и это семейство бесконечно, т. е. состоит из бесконечного числа 
отображений: (£,ж) ФД£,ж), (£,ж) Е О.
Кроме того, подсемейство семейства {Фц : ^ Е 5}, состоящее из двух отоб­
ражений (£,ж) г-»- Ф^(£,ж) и (£, ж) н-»- Ф^*(£,ж), такж е удовлетворяет условиям 
А.1-А.З.
Заметим, что верны равенства
Ф Д М ) =  П  Фе&,х), фе* ( г , х ) =  П
еев* гев*
где 5* =  {£ Е 5  : Д  (£)> <  0}, 5* =  {I  £ 5  : {£, (£)> £  0}.
Таким образом, в рассматриваемом примере от бесконечного семейства 
\Фц : I  Е 5}, удовлетворяющего условиям А.1-А.З, мы перешли к удобно­
му семейству, состоящему всего лишь из двух отображений: (£, х) \-> Ф^  (£, х) 
и (£, ж) г-»- Ф^*(£,ж), такж е удовлетворяющему А.1-А.З. При этом значения­
ми каждого из двух отображений являю тся множества простой структуры -  
отрезки на плоскости М2, что очень удобно для разработки алгоритмов при­
ближенного вычисления стабильных мостов.
В самом деле, в существующих алгоритмах приближенного вычисления 
максимального г/-стабильного моста 1V 0 вводится (см. раздел 4) аппрокси­
мирующая система множеств {\У(и)  : и  Е И}, отвечающая некоторому ко­
нечному разбиению Г  =  {£о , П, • • • ?£г+ъ • • • — $} промежутка [£0,$].
Эта система определяется рекуррентно попятным образом по шагам [^Лг+1]
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от множества — М £ где -  некоторое положительное число. На
каждом шаге [£*, £*+].] множество \У(и)  определяется по множеству
при помощи некоторых соотношений, в которых задействованы множества 
(и , х ( и ) )  Е П, ф Е Ф. А именно, в эти соотношения входят 
множества £^+1, (£*+]_)), вводимые на с. 212. Нетрудно видеть, что
чем проще устроено множество ^ ( ^ ,ж ( ^ ) ) ,  тем проще построить множество
Х ф 1( и- , и+ 1 , ^ ( и + 1 ) ) ,  Ф е  Ф. ^
В рассматриваемом примере 1 построение множества И^(£г) сведется к
последовательной процедуре вычисления множеств
и + 1 ^  (^+ 1)), ^ +1,1Н (£г-ы))
и их пересечения:
Д г Д г ; и + 1 , Ш ( к + г ) )  П  ^ + 1 ,  Т Г ( ^ + 1 ) ) .
Приведем еще один пример построения конечного семейства отображений 
(£,ж) Х^(£,ж), ф Е Ф. Этот пример взят из работы [4], но мы продвинемся
здесь несколько дальше в его исследовании.
П р и м е р  2. Рассмотрим конфликтно-управляемую систему, функционирую­
щую на промежутке времени [£о,#], поведение которой описывается диф ф е­
ренциальным уравнением
(1х
—  =  / с ,  ж)  + и  +  У,  а Д о ) = ж о ,  ( 8 )
где х  £ М2 -  фазовый вектор системы; и, Е Р , V Е ф управления первого и 
второго игроков соответственно; Р  и (3 -  выпуклые компакты, такие как на 
рис. 2. Предполагаем, что f ( t , x , u , v )  =  / ^ , х ) + и  + у удовлетворяет условиям 
А, Б из раздела 2.
Так как для системы (8) выполняется условие подлинейного роста, то 
можно считать, что любое движение ж(£) (£ Е [£(ь$]) системы (8) не выйдет 
за пределы замкнутого ш ара конечного радиуса. В качестве множества Р  
будем рассматривать этот шар.
В случае системы вида (8) множество Ф можно выбрать четырехэлемент­
ным: полагаем Ф — {1 ,2 ,3 ,4} . При этом в качестве множеств Х^(£,ж) можно 
рассмотреть семейство множеств вида
Ш ( г , ж )  = / ( < , ж ) + ^ 1° ( М ) ,  Щ М )  =  / Ц , х )  +  Р $ Ц , х ) ,
Р г ( к х )  =  ж  ж) + Г з Д ж ) ,  =  / ( г , х )  +  Ц Д , ж ) } ,
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где ж), Т2° Д  ж), Г3° (*>ж) и Г40(*, ж) -  выпуклые замкнутые многоугольни­
ки, изображенные на рис. 3.
Рис. 2
Покажем, что это семейство множеств { ^ (£ ,ж )}  удовлетворяет условиям 
А.1-А.З.
В рассматриваемом случае в качестве множеств СУ(£,ж) (£,ж) £ О  можно
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взять множества вида
G ( t ,х ) — f ( t , х ) +  со{и + v : и е  Р, v Е Q}.
Нетрудно убедиться, что выполняется условие А.1. Действительно, для 
любых (£,ж,А) Е D  х Р  множество F ^ ( t , x )  выпукло и замкнуто в Rm и 
Ц Д ,ж )  С ж).
Проверим, что выполняется условие А.2.
На рис. 4 изображены конусы Si-S% линейности и конусы Z4 - L 4 выпук­
лости гамильтониана Я°(£,ж Д ) по сопряженной переменной ^ системы (8) в 
случае, когда f ( t , x )  — 0 при любых ( t7x) Е D.
Рис. 4
Выпишем Я 0 (£, ж, £) =  m ax m i n Д, и +  ж):
иеР veQ
(1о2))  +  а А - - 01л ))  =  а , С о 2Л  
&  +  & № ) )  =  ( * > № ) ) >  
( Ъ ) ) + m - D )  =
Г о  2) Ж М - о.4)> =  < М : ^ ) > ,
Г П )  +  (А (о14)) =  ^ Г о042)):
( - Ц Ж М ° Л >  =  <М-°й)>>
t  G ^з, 
^ € £ 4, 
t  €  £ 5 , 
^ 5 6,
( - D )  +  (<• Г Г ) >  =  (<• С И З ) . < £ 
С о 2 ) )  +  ( < , & ] ) >  =  ( < ,  ( S : 3 > ,  ' e s , .
На рис. 5 и 6 изображены граф ик и линии уровня функции Я °(£,ж Д ) по 
сопряженной переменной £.
Заметим, что в общем случае гамильтониан системы (8) равен
Я(£,жД) =  Д , / М ) )  +Я°(£ ,жД) .
Вычислим опорные функции Нр (£ Е Мш) множеств (А Е 1?).
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У ,
/  0.2 
V— 0 . 4 / '  ’
/ - 0 . 4 \ ч  
1 0.2 ) п
/ - 2 .2 \ч  
1 0.2 ) п
< < * ’
4 -2 .2 4  ч 
1 0.2 ) п
г а > .
( А г а > .
( А г а > :
V г а > .
£ е 5 ь  
^ 5 2, 
£ е Б 3, 
5 4, 
£ е в 5, 
£ е 5 6, 
£ е Б 7, 
£ 6  5«.
^*2 (4,ж) (^)










=  (£ ,/(* , ж))+ ^
г а 5 Ь
г а £ е 5 2,
г а > . £ е 5 3,
г а > . £ е 54,
г а ) . £ е я,
г а ) . £ е 5 6,
г а ) : £ е 57,
& г а ) : £ е 5 8.
7^4 (4,ж) (^) -








=  (4 Ж * ) )  + <
Ц я , *)(*): 5 ь
Ц я , *)(*): 5 2,
^0(4,*)(*), 5з,
Ы Я.*)(*), £ е 54,
^ 3°(4,*)(*), £ е 55,
^зЯ, £ е 5 6,
^ЯЯ.*)Ю , £ с 5т,
^ЯЯ.*)(*), £ е 5 8.
£ б 5 ь
£ е 5 2,
£ е 5 3,
1 е Я
Я Я
£ е 5 6,
£ е 5 7,
я я
£ б 5 ь
Я Я
£ е 5 3,
Я Я
Я Я
£ е 5 6,
£ е 5 7,
Я Я
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(£ , f ( t , x ) )  + <
1 6 S i ,
'Т о 0^ 1 6 5 2,
1 G 5 3,
1 G 54,
1 G 55,
1 G 5 6,
!>(=й)>> 1 G 5т,
:> Q > . 1 G 5 8-
, * ) ( * ) =
условие А.2 выполняется.
Осталось проверить условие А.З.
Заметим, что для любых (£*,ж*), (£*,ж*) из I  х В и  любого ф Е Ф выпол­
няется
Имеем
F ^t* ,x* )  = f( t* ,x*)+F$(t* ,x*) ,
Ц Д *,ж *) = f ( U ,x * )  + F§(U,x*) .  
Из этих равенств следует
F°(t*,x*)  = - f ( t * , x * )  + FTp(t*,x*)
и далее
Ц Д *,ж *) =  /(£*,ж*) +  F $ ( u ,x * )  =  /С * , ж*) +  F®{t*,x*) =
=  f ( t * , x *) -  f ( t * ,x*)  + F1p(t*,x*).
To есть множество Тр(£*,ж*) получается из множества F^(t*,x*)  сдвигом 
на вектор /(£*,ж*) —
Легко заметить, что функция
ш*(6)=  sup W f ( F , x * ) - f ( t * , x * ) \ \  -
(t* ,x*),(t* ,x*) из D :
11* — t* |+||ж* — x*
модуль непрерывности функции f ( t , x )  на компакте D -  обладает свойством 
oj*(5) 4- 0 при S 4- 0 и при этом выполняется
d ( ^ ( t * , x * ) , ^ ( r , x * ) )  ^  и*( \и  ~  t*\ +  ||ж* -  х*\\).
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Таким образом, получили, что семейство отображений (£,ж) !->■ Тр(£,ж), 
ф Е Ф удовлетворяет условию А.З.
Итак, мы показали, что семейство отображений (£,ж) !->■ Тр(£,ж), ф Е Ф 
удовлетворяет А.1 -  А.З.
При построении оператора стабильного поглощения рассматриваются 
дифференциальные включения вида
Д ля простоты вычислений удобнее иметь дело с одноточечными множе­
ствами Фгфф^х). В этом случае дифференциальные включения подменяются 
дифференциальными уравнениями
Если рассмотреть восьмиэлементное множество Ф и множества Ер(£,ж) вида
то для этого семейства множеств будут выполняться условия А.1 и А.З, но 
перестанет выполняться условие А.2. Таким образом, семейство, состоящее 
из восьми точечных отображений (£,ж) \-> ж), указанных выше, не удо­
влетворяет набору условий А.1-А.З.
Вернемся к рассмотрению четырехэлементного множества Ф.
Заметим, что для выполнения А.2 достаточно каждое из множеств х )
(ф Е Ф) подменить двухточечным множеством следующим образом:
ж =  ЕД£,ж), ф е  Ф.
З Д , я )  =  { /(* ,* ) +  (“Д 2)} , В Д ,* )  =  { /(* ,х )  +  ( Д у } ,  
е д , х )  =  { /(* ,х )  +  ( Д Д  , Р8(Ь,х) = У Х х )  +  (2;2)} ,
но в этом случае перестает выполняться условие А.1.
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Д ля произвольного компактного множества Ф справедливо равенство 
Нр(£) =  Нсор(£). Следовательно, если подменить множества Т^(£,ж) (ф Е Ф) 
множествами
- 0/ . Г / о Д  Д о . 2
Г 2 (г , ж) =  СО
0 . 2 /  ’  0 . 4
р 0 / .  \  Г  Д 0 . 2 \  /  0 . 4
F 3(t ,x)  = со
0 . 4  / ’  V — 0 . 2  
— 0 . 4 \  / 0 . 2
- 0 . 2 / ’  \  0 . 4
то условие А.2 наруш аться не будет, но вместе с тем будет выполняться и 
условие А.1.
Действительно, рассмотрим четырехэлементное семейство отображений 
( /ж )  ед Ц Д ,ж ) , где
{ Н С ,  ж) =  / ( / ж )  + F°1(t ,x) ,  F2(t ,x) =  f ( t , x )  +  F°2(t,x) ,  ^
F3(t ,x)  = f ( t , x ) +F°3(t,x) ,  F4(t, x) = f ( t , x )  + F ° ( t , x ) j .
Д ля любых (t, х ,ф)  E D  x Ф множество F ^ ( t ,  x) выпукло и замкнуто в 
и F гф с  G(t ,x) .  Таким образом, выполняется условие А.1.
Проверим выполнение условия А.2:
H ( t , x ,£ )  =  m in h fU ч , £ /. \(£) —
=  min h г .f. ч , 9 м (С =  min h~  ^ ч (£).
Условие А.З проверяется так же, как в предыдущем случае.
Следовательно, четырехэлементное семейство (9) удовлетворяет условиям 
А.1-А.З.
Приведем определение оператора стабильного поглощения в рассматри­
ваемой задаче о сближении в общей форме, выраженной в терминах отобра­
жений (С ж) Тр(£,ж), ф Е Ф, удовлетворяющих А.1 -  А.З.
Полагаем Х^(£*;£*,ж*) -  множество всех ж* Е Мш, в которые приходят 
в момент £* Е [£*,#] решения ж(-) =  (ж(£) : £* <  £ <  С) дифференциального 
включения ж Е Тр(£,ж), ж(£*) =  ж*. Полагаем такж е Х ^ 1 (£*;£*, X*) =  {ж* Е 
Е Мш : Х^(£*;£*,ж*) П X* ф 0}, где X* С
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О пределение 1. Оператором стабильного поглощения тт в задаче о сближе­
нии назовем отображение л : (£*,£*,Х*) ь-» 2м т , (£*,£*,Х*) Е А х 2м т , задан­
ное соотношением
7 г ( г * ; г * , х * )  =  Ф ( г * ) п (  П  х Д & Ж , * * ) ) -
Здесь А =  {(£*,£*) : *о <  £* < £* < I?} -  подмножество [фц'*?] х [^ (Ь'*?]-
О пределение 2. Замкнутое множество 1И С Ф назовем г/-стабильным мо­
стом в задаче о сближении, если
С М; ИД**) С л(**;**, ИД**)), (**,**) Е А.
Здесь ИД*) =  {ж Е Мш : (*,ж) Е ИД.
Приведенное выше определение 2 стабильного моста гораздо более позд­
нее, чем определение стабильности из [1]. Однако можно показать, что они 
эквивалентны в том смысле, что г/-стабильные мосты, выделяемые при помо­
щи этих определений в Ф, одни и те же. Это обстоятельство дает нам право 
использовать семейства {Фр : ф Е Ф}, удовлетворяющие условиям А.1-А.З, 
для выделения в Ф максимального г/-стабильного моста 1И0 -  множества по­
зиционного поглощения.
4. Аппроксимирую щ ая система множеств {\У (пДн) : И Е Г п }
При решении задачи о сближении на основе позиционного подхода основ­
ная тяжесть ложится на построение моста ]¥°.  Известно, что описать точно 
мост \ у °  при помощи аналитических соотношений можно лишь для некото­
рых классов систем (1). В общем же случае приходится отказаться от точного 
выделения множества ТИ°. В связи с этим на передний план выступает зада­
ча приближенного построения \У°, решению которой и посвящен этот пара­
граф. В нем приводится определение аппроксимирующей системы множеств, 
предложенное в работе [4] и ориентированное на приближенное вычисление 
множества
Понятие аппроксимирующей системы множеств возникает при подмене 
непрерывной (по времени) схемы ^-стабильности дискретной схемой. А имен­
но, промежуток подменяется конечным разбиением Г  =  {*о, *ъ • • • ? */\г =
=  I?}, а множества АД(**;**,ж*), ф Е Ф, отвечающие семейству {Ф1^ : ф Е Ф} , 
подменяются множествами ж* +  (** — **)Фр(**,ж*), ф Е Ф. Далее определе­
ния 1, 2 соответствующим образом трансформируются в определения, пред­
назначенные для работы с дискретным временем ф, г =  0 , 1 , . . . , А  — 1,АФ
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В связи с этой трансформацией непрерывной (по времени) схемы в опре­
делениях появляются различные 6-окрестности множеств. Появление этих 
6-окрестностей есть своеобразная плата за переход от непрерывной схемы 
к дискретной схеме ^-стабильности.
Итак, рассмотрим подробнее эту дискретную схему ^-стабильности. 
Предполагаем, что семейство {F^ : ф Е \Р} удовлетворяет, наряду с усло­
виями А.1-А.З, такж е условию
А.4. Существует Л Е (0, оо) такое, что
d(F^,( t,x*) ,Ц Д ,ж * )) ^  А||ж* -  ж*||
для любых ф 6 Ф, (t,x*)  из Ф£*.
Полагаем
-^ -lp •) Н- (t ) Fqp (^  , ) ,
=  {ж* G Жт : /  0};
здесь (£*,£*) Е А, ж* Е Мш , ф е\Р.
О пределение 3. Аппроксимирующим оператором стабильного поглощения 
тг£ (б Е (0,6*)) в задаче о сближении назовем отображение
{ U , t \ X * )  4 Ä X  2М”\
заданное соотношением
■к£{ и - Х , Х * ) = Ф е { и ) Ы  П Д 7 Д * ; Г ,М ) У
Обозначим
и{8) =  1 +  АГ)5), 5 >  0. (10)
Из определения функции ш(5) следует, что она монотонно убывает к нулю 
Сü (5)
при 5 4 0, причем lim —— =  0.що S
Зададим последовательность разбиений Гп — {£о,£ъ • • • ^ N(n) =  отрез­
ка [£о,$] таких, что диаметры =  тах{А ^ : 0 ^  i ^  N (n )  — 1}, А* =  t i+ i—ti 
разбиений Гп монотонно стремятся к нулю при п  оо.
Отметим, что моменты ti разбиений Гп -  свои для каждого разбиения 
Гп ; однако, чтобы не усложнять обозначений, эту зависимость моментов ti от 
номера п  явно отражать не будем.
Каждому разбиению Гп поставим в соответствие последовательность {б^} 
чисел £i =  o;(A i_i) +  (1 +  AA*_i)6*_i, % =  1 ,2 , . . .  ,1V(га), 60 =  0.
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Примем также, что разбиения Гп выбраны настолько «мелкими», что для 
любого Гп выполняются неравенства
ш ах (1 + К ) А { = (1 +  /П Д М  ^ в * ,
max £i ^  е*.
0^i^N(n)-l
Поставим в соответствие каждому разбиению Гп последовательность 
{ W ( n\ t i ) }  множеств W ( n\ t i )  С Mm, U Е Гп , заданную рекуррентными соот­
ношениями, начиная от конечного элемента £/v(n) =  ^  разбиения Гп .
О п р е д е л е н и е  4. № ( 0 )  =  М еЩп), W ^ ( U )  =  тге»(*<;*<+ь W ™ &+{)),  где 
г =  N ( n )  — 1 ,7V(n) — 2 , . . . ,  1,0.
Таким образом, последовательность {W^n\ t i ) }  представляет собой попят­
но (во времени) заданную последовательность множеств W^n\ t i )  С Мш .
Определим предел этой последовательности, когда Д(п) -  диаметр разби­
ения Гп стремится к нулю.
О п р е д е л е н и е  5. Полагаем ]?° -  множество всех (£*,ж*) Е Ф, для каждой из 
которых найдется такая последовательность
{(тп,жп) : тп =  tn ( u ) , x n Е 1Н(п)(тп)}, (12)
что (£*,ж*) =  lim (тп ,жп); здесь r n (i*) =  min ti.
oov и е гп, и ^ и
В силу равенства ($) =  M £n^  сечение ]7°(т9) =  {ж Е Mm : ($ ,x ) Е I?0} 
множества 17° определяется равенством ]7°(т9) =  М .  Значит, ]?° /  0 . Кроме 
того, из определения 5 следует 17° С Ф.
Т е о р е м а  1. 17° =  W®.
Эта теорема, которую мы приводим здесь без доказательства, сформули­
рована и доказана в [4]. В ней утверждается, что предел 17° аппроксимиру­
ющей системы множеств { W W ( t i )  : и  6 г п} при » 0, п  —» оо, есть
максимальный г/-стабильный мост 1Н0.
Отметим также, что по построению системы {W^n\ t i )  : ti Е Гп} имеют 
место включения
W ^ t ^ c W ^ i n ) ,  ti G г п .
Таким образом, система {W^n\ t i )  : ti Е Гп} аппроксимирует множество 
W 0 сверху. В общем случае не удается установить оценку сверху для хаусдор- 
фова расстояния
d ( W ° ( t i ) , w ( n\ t i ) ) ,  и € Г п ,
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между множествами И/0 (^) и 1И(п)(£г), ^  Е Тп, в зависимости от диамет­
ра Д(п) разбиения Гп . Но отсутствие такой оценки скрашивает тот факт, 
что множество тт° мажорируется множествами 1И(п)(£г), ^  Е Гп . Тем самым 
в дискретной схеме с разбиением Гп при приближенном построении реше­
ний в задаче о сближении, т. е. при построении управлений первого игрока, 
приводящих на множество , мы захватываем в каждый момент II Е Гп
несколько большее множество в Мш (т. е. множество чем множество
И/0 (^)- Из точек этого множества может быть успешно решена задача о сбли­
жении с М £дг(гг) при помощи некоторой процедуры управления с поводырем 
первого игрока.
5. Пример приближ енного вычисления максимального стабильного
моста в одной задаче на плоскости
Рассматривается конфликтно-управляемая система на плоскости М2, опи­
сываемая дифференциальным уравнением
[ х \ — 0 ,5  -Х1(1 - х 2) +  и\  + щ ,  ^
=  - 0 ,  5 • х 2(1 — х \)  +  и 2 +  У2 ,
где х  — (х 1 7х 2) -  фазовый вектор системы; и — (г/1, и 2), V — (гщг^) соответ­
ственно векторы управлений первого и второго игроков, удовлетворяющие 
соотношениям и Е Р , V Е (3, где Р  и -  многоугольники на плоскости из 
примера 2 (с. 205).
Д ля системы (13) заданы отрезок времени [£о,г?] — [0;4,3] и целевое мно­
жество М  -  круг с центром в точке (1,3; 1, 3) и радиуса 0,4. Кроме того, име­
ется множество Ф -  квадрат на плоскости с вершинами (0, 7; 0, 7), (0, 7; 2,1), 
(2,1; 0, 7), (2,1; 2,1).
Эта конфликтно-управляемая система, и эти параметры позволяют нам 
сформулировать задачу сближения с целью в фиксированный момент окон­
чания при наличии фазового ограничения [£о,г?] х Ф-
Таким образом, данная конфликтно-управляемая система принадлежит 
к классу систем, рассмотренных в примере 2 из раздела 3. Д ля приближен­
ного вычисления стабильных мостов в рассматриваемом примере мы при­
меняем оператор стабильности, базирующийся на семействе, состоящем из 
четырех многозначных отображений. Значениями каждого из этих много­
значных отображений являю тся отрезки.
На рисунках представлены изображения приближенно вычисленного мак­
симального стабильного моста ТК° в различных ракурсах:
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